Mathematical model to study the effect of temperature on the populations of Aonidiella aurantii and
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Resumen 
En este artículo se analiza la importancia del tipo de modelo para estudiar el efecto de la 





creciente  (lineal o potencial y = a Tb), cuando  los datos son primero decrecientes y  luego 






This  article  discusses  the  importance  of  building  a model  that  studies  the  effect  of 
temperature on Aonidiella aurantii and  its natural enemy Aphytis Mellinus  that  is parabolic 
rather than linear. The studies of other authors use linear models that do not fit the facts and 
are not adequate,  since  it makes no  sense  to adjust with a  straight  line, or with a power 
function y = a Tb, which are increasing, when the temperature behaviour at which the number 
of days begins  to grow  is  first decreasing and  then  increasing. This article analyses other 

























Por  ejemplo,  en  ABDELRAHMANN  [2]  se  analiza  cómo  afectan  a  las  distintas  fases  de 
Aonidiella aurantii, Aphytis melinus y Aphytis chrysomphali el frío y el calor, para lo que se cultivan 
en  laboratorio  tanto Aonidiella  aurantii  como  sus  enemigos. En  la naturaleza  la  temperatura 













ABDELRAHMANN  [5],  calcula  el  porcentaje  de  mortalidad  de  pupas  en  relación  con  la 
temperatura, y las ajusta utilizando rectas de regresión al estudiar la relación entre duración del 
desarrollo  en  días  y  la  temperatura.  Concluye  que  la  mortalidad  es  mayor  a  más  baja 
temperatura. De nuevo observamos el ajuste a rectas de regresión lineal. 



























más  datos  para  temperaturas  más  elevadas  empezaría  a  suceder.  La  existencia  de  dicha 
temperatura óptima constatada por los datos a partir de  la cual el número de días para cada 
fase, que antes disminuía, comienza a crecer, hace de nuevo que no tenga sentido el ajuste a 
dichos  datos  por medio  de  funciones  que,  como  las  rectas,  exponenciales,  logarítmicas  o 
potenciales son siempre crecientes o siempre decrecientes. Esto nos lleva a considerar otro tipo 
de ajuste. 
2.   Material y métodos 
Los datos de YU AND LUCK [7] para Aonidiella aurantii y para Aphytis melinus indican, para 
unas temperaturas dadas, el número de días que vive en cada una de las fases. 












temperatura  crítica,  esa  tendencia  se  invierte  y  un  exceso  de  temperatura  comienza  a  ser 

































2.3.   Ajuste de esos datos a funciones lineal, potencial, exponencial, 
logarítmica y cuádrica 
Estas funciones mantienen siempre la misma tendencia, son o siempre crecientes o siempre 
decrecientes 
2.4.   Función cuadrática: Parábolas 
La parábola y = ax2 + bx +c, si el coeficiente a es positivo, primero decrece hasta su vértice y 
luego  crece,  o  viceversa  si  a  tiene  signo  negativo.  Tiene  el  vértice  en  (–b/2a,  c  –  b2/4a).  El 
coeficiente  a  nos  indica  la  forma  de  la  parábola,  si es más  achatada  o más  estrecha.  Los 
coeficientes b y c nos indican dónde se traslada el vértice la parábola y = ax2. 
En nuestro caso,  la abscisa del vértice, –b/2a, nos  indica  la  temperatura a  la que  los días 
empiezan  a  crecer,  y  la  ordenada,  c  –  b2/4,  el  número  de  días  correspondiente  a  dicha 
temperatura crítica. 
















[8] por el método de  los mínimos cuadrados y se ha medido  la bondad de esos ajustes.   Los 
ajustes R2 se observa en la tabla 1 son bastante buenos. 
Tabla 1: Aonidiella aurantii. Función polinómica de segundo grado: D = aT2 + bT +c, con ajuste, temperatura crítica y días 
  Parábola  Ajuste R2 Temperatura 
crítica en ºC 
Días 
1ª Larva  Días = 0.07 T2 – 4.167 T + 70.88 1  31.57 5.12 
1ª Muda  Días = 0.05 T2 – 3.04 T + 50.41 0.98  31.12 3.33 
2ª Larva  Días = 0.05 T2 – 3.04 T + 50.41 0.91  27.06 3.09 
Hembra 2ª Larva  Días = 0.01 T2 – 0.41 T + 0.99 0.99  32.56 1.46 
Hembra 2ª Muda  Días = 0.04 T2 – 2.65 T + 48.12 0.94  32.86 4.59 
Hembra 3ª Larva  Días = 0.04 T2 – 2.23 T + 39.57 0.99  29.39 6.75 
Hembra madura  Días = 0.14 T2 – 8.47 T + 137.97 1  29.95 11.12 
Macho 2ª Larva  Días = 0.02 T2 – 1.44 T + 30.11 0.98  37.75 2.89 
Macho prepupa  Días = 0.01 T2 – 0.58 T + 9.96 0.97  29.84 1.32 







17      0.03 
20      0.01 
25      0.32 
26.7      0.49 
30      0.14 
33      0.06 



















Tabla 2: Aphytis melinus. Función polinómica de segundo grado: D = aT2 + bT +c, con ajuste, temperatura crítica y días 




Huevo  D = 0.021T2 – 1.346 T + 23.08  0.98  32.05  1.51  1.77 
Larva  D = 0.025 T2 – 1.69 T + 32.30  0.99  33.32  4.1  0.71 
Prepupa  D = 0.009 T2 – 0.55 T + 9.399  0.94  31.14  0.87  0.88 
Pupa incolora  D = 0.019 T2 – 1.23 T + 21.44  0.99  31.62  2.05  0.43 
Pupa  de  ojos 
rojos 
D = 0.0078T2 – 0.55 T + 11.16  0.96  35.56  1.3  0.99 
Pupa  de  ojos 
verdes 
D = 0.003 T2 – 0.21 T + 4.468  0.91  34.9  0.81  0.52 
Los ajustes son, en todos los casos, muy buenos. 
3   Resultados 
3.1.   Ajustes de Aonidiella aurantii 
Se analizan los datos de YU & LUCK  [7] para Aonidiella aurantii y se calculan las ecuaciones 
de  las  funciones  (polinomio de  segundo grado,  lineal, potencial, polinomio de  tercer grado, 
polinomio de cuarto grado) que mejor se ajustan a esos datos. 
Se calculan las ecuaciones de la función polinómica de segundo grado: 
Tabla 3: Aonidiella aurantii. Función polinómica de segundo grado: D = aT2 + bT +c 















a = 0.066 0.0486 0.0717 0.0063 0.0403 0.038 0.1414 0.0191 0.0097 0.0395 
b = -4.167 -3.0253 -3.8804 -0.4103 -2.6489 -2.2336 -8.4702 -1.442 -0.5789 -2.3948 
c = 70.882 50.413 55.59 8.1398 48.118 39.569 137.97 30.107 9.9604 38.783 
R2 = 0.9977 0.9842 0.9112 0.9858 0.9375 0.9894 0.9992 0.9831 0.9682 0.9916 
Temperatura crítica: T 31.57 31.12 27.06 32.56 32.86 29.39 29.95 37.75 29.84 30.31 












Tabla 4: Aonidiella aurantii. Ajustes de la función polinómica de segundo grado: D = aT2 + bT +c 















P(17) =  0.03 0.40 0.40 0.07 1.03 0.02 0.13 0.39 0.11 0.26 
P(20) =  0.01 0.83 0.45 0.09 1.81 0.08 0.27 0.67 0.15 0.47 
P(25) =  0.32 0.34 0.36 0.10 0.16 0.34 0.45 0.08 0.01 0.13 
P(26.7) =  0.49 0.34 0.28 0.00 0.59 0.12 0.27 0.40 0.07 0.13 
P(30) =  0.14 0.37 1.61 0.09 0.58 0.36 0.04 0.04 0.17 0.05 
P(33) =  0.06 0.01 0.77 0.02 0.60 0.16 0.02 0.09 0.06 0.10 






Tabla 5: Cálculo de los ajustes para ecuaciones polinómicas de segundo grado, funciones lineales y funciones potenciales. T es 
la temperatura y D, el número de días que tarda cada etapa en desarrollarse para esa temperatura. 
 
 
Polinómica de Segundo grado: 




1ª Larva 1.05 58.1 2.79 
1ª Muda 2.28 38.8 3.42 
2ª Larva 3.87 0 6.97 
Hembra 2ª Larva 0.38 12.1 0.41 
Hembra 2ª Muda 4.78 0 36.22 
Hembra 3ª Larva 1.08 22.1 2.69 
Hembra Madura 1.17 56.1 6.67 
Macho 2ª Larva 1.68 38.4 2.38 
Macho prepupa 0.57 0 0.84 




































Figura 1: En los gráficos se representan (con puntos) los datos de Yu & Luck 1990 [7], y las funciones polinómicas de segundo 
grado (con línea continua) a las que se ajustan, en cada una de las etapas, para Aonidiella aurantii. 
3.2.   Ajustes de Aphytis mellinus 
Se analizan los datos de YU, D.S. & LUCK, R. F. [8], para Aphytis mellinus y se calculan las 









































































Tabla 6: Aphytis mellinus. Función polinómica de segundo grado: D = aT2 + bT +c 







a =  0.021  0.0254  0.0088  0.0194  0.0078  0.003 
b =  -1.346  -1.6926  -0.548  -1.2267  -0.5548  -0.2094 
c =  23.081  32.302  9.3994  21.444  11.162  4.4685 
R2 =  0.9842  0.996  0.9431  0.9966  0.9649  0.9102 
Temperatura crítica: T  32.047  33.318  31.136  31.616  35.564  34.9 




asignado por la función obtenida y el valor de YU (YU, D.S. & LUCK, R. F. [8]).
Tabla 7: Aphytis mellinus. Ajustes de la función polinómica de segundo grado: D = aT2 + bT +c 







P(17) =  0.04  0.02  0.14  0.03  0.13  0.09 
P(20) =  0.37  0.07  0.23  0.07  0.21  0.12 
P(25) =  0.44  0.18  0.16  0.18  0.19  0.01 
P(26.7) =  0.11  0.03  0.08  0.09  0.27  0.01 
P(30) =  0.34  0.32  0.20  0.01  0.07  0.20 
P(33) =  0.47  0.09  0.07  0.04  0.11  0.09 
































































Figura 2: En los gráficos se representan (con puntos) los datos de Yu & Luck 1988 [8], y las funciones polinómicas de segundo 
grado (con línea continua) a las que se ajustan, para cada una de las etapas, para Aphytis melinus. 

















































































































asignado por  la  función obtenida y el valor de Yu  ( YU, D.S. & LUCK, R. F.,  [8]). Los valores 
obtenidos con estos ajustes son: 1.77; 0,71; 0,88; 0,43; 0,99 y 0,52. Se observa que los ajustes para 
Aphytis mellinus son mejores que para Aonidiella aurantii. 
5.    Conclusiones 









Por  esta razón,  no  tiene  sentido  aproximar  los  datos  por  una  función  que  siempre  sea 
decreciente, cuando hay una temperatura óptima a partir de la cual el número de días comienza 
a crecer. La mejor manera de modelar la relación entre los días de duración que toma cada etapa 
con  la  temperatura es usar  la  función polinómica de segundo grado. Para verificarlo, hemos 
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